Seconde - Mathématiques

Chapitre 7 - Fonctions usuelles

Cours

1 Notion de fonction — Vocabulaire (Révisions)

'@"Approche Les poules de Mathurin

M. Mathurin veut réaliser un enclos rectangulaire [
pour ses poules. Il dispose d’un rouleau de grillage 4 r
de 126 m et souhaite l'utiliser entiérmqent.

Comment doit-il procéder afin que l'aire de son en- I
clos soit la plus grande possible 7

Déﬁnit ion 1 Fonction

Une fonction f est un procédé qui associe & des nombres réels x un unique nombre réel noté f(x).
On note : f:x+ f(x). On lit "la fonction f qui & x associe f(z)".

\ J

' 3 3
Déﬁnltlon 2 Vocabulaire

v~ On dit que x est la variable de la fonction f.

v' L’ensemble des nombres x tels que le nombre f(z) existe est 'ensemble de définition de la fonction f. Il
est noté Dy et il est le plus souvent constitué d’intervalles.

V' Soit a et b deux réels. Si f(a) =, alors on dit que le nombre b est I’image du nombre a par la fonction f et
que le nombre a est un antécédent du nombre b par le fonction f.

“AEXEMPLE 1

Le procédé qui permet d’obtenir le nombre f(x) & partir du nombre x est le plus souvent une formule de calcul.

Nous avons par exemple déja rencontré la fonction f : z — —z2 + 63z, définie pour toutes les valeurs de 2 comprises entre 0
et 63.

On a donc Dy =[0;63].

On a f(5) =290 : 'image de 5 est égale & 290. 290 est un antécédent de 5 par f.

[\ Attention !
Un nombre a ne peut avoir qu’une seule image.
Un nombre b peut avoir plusieurs antécédents (voir plus loin).
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2 Différentes représentations d’une fonction

‘ 3 3
Déﬁnltlon 3 Tableau de valeurs

On appelle tableau de valeurs d’une fonction f un tableau dans lequel sont calculées les valeurs des nombres f(x)
pour différentes valeurs de la variable z.

'@"Exercice de cours 1 Tuableau de valeur obtenu par la calculatrice

La calculatrice graphique permet d’obtenir automatiquement un tableau de valeurs.
Considérons toujours la fonction f : 2 ~ —z% + 63z définie sur Dy = [0;63].
1l s’agit de compléter le tableau ci-dessous, ou les valeurs de = sont définies de 5 en 5.

015]10|15]|20|25|30]|35]|40 45|50 |55 |60

f(z)

En utilisant les informations de la page 365 du manuel, utiliser la calculatrice pour compléter le tableau ci-dessus.

Fonctions Graphique Tableau

rRégler 1'intervalle

x Tt
0] Lo}

5 280

18 530

15 T20

20 BE@

25 950

36 =L=l0]

ac nan

f ‘ . .
Déﬁnltlon 4 Courbe représentative

On appelle courbe représentative, ou représentation graphique, d’une fonction f dans un repére orthogonal
I'ensemble des points de coordonnées (z; f(z)), avec = € Dy.

On note C¢ la courbe représentative de la fonction f.

On dit aussi que Cy est la courbe d’équation y = f(z).

N . . .
'@'Exermce de cours 2 Courbe représentative obtenue par la calculatrice

La calculatrice graphique permet d’obtenir rapidement ’allure d’une courbe.
Considérons encore la fonction f : z ~ —2 + 63z définie sur Dy = [0;63].
En utilisant les informations de la page 365 du manuel, utiliser la calculatrice pour obtenir la courbe ci-dessous.

Axes Zoom Initialisation

Boo

408

10 20 30 40 50 &0
%=31.5 f(x)=992. 25

N

! 7/ . . N .
'@'Exercwe de cours 3 Construction d’une courbe a la main

Pour construire la courbe représentative d’une fonction f, on commence par dresser un tableau de valeurs de f,
puis on place (dans un repére auz unités bien choisies) tous les points correspondant aux colonnes du tableau.

Construire la courbe représentative de la fonction f définie sur lintervalle [0;2] par f(z) = 2* — 322 + 1.
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3 Images, antécédents et équations

( ‘ * 2
Proprlete 1
Soit f et g deux fonctions et k un réel.
v" Résoudre 'équation f(z) =k revient a rechercher tous les antécédents du nombre & par la fonction f.

V" Résoudre ’équation f(z) = g(x) revient a rechercher les abscisses de tous les points d’intersection des courbes
représentatives des fonctions f et g.

3.1 A partir d’une courbe

Attention !
Des valeurs lues sur un graphique ne sont pas des valeurs exactes, mais seulement des valeurs approchées! Seul un
calcul permet d’obtenir des valeurs exactes !

N .
-@'Exercwe de cours 4

V' Pour lire sur un graphique l’image d’un nombre x, on place x sur ['aze des abscisses, puis on trace
"verticalement” des pointillés jusqu’a la courbe et on revient "horizontalement” de la courbe a 'axe des
ordonnées. L’ordonnée obtenue est égale & limage f(zx) de x.

v' Pour lire sur un graphique les antécédents d’un nombre y, on place y sur l’axe des ordonnées, puis on
trace "horizontalement” des pointillés sur toute la largeur du graphique. Les antécédents de y sont les
abscisses des points d’intersection de la courbe et de la droite en pointillés.

1. On considére la fonction f définie sur [-2,5;7] dont la courbe est donnée ci-dessous.

O -

a. Quelle est 'image de 37 Quelle égalité peut-on écrire ?
b. Combien 2 a-t-il d’antécédents ? En donner une valeur approchée.

c. Résoudre graphiquement ’équation f(x) = 0.

2. On considére les deux fonctions g et h représentées ci-dessous.
Ay Cg

N

I

Résoudre graphiquement 1’équation g(z) = h(x).
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3.2 A partir d’une formule

N .
-@'Exercwe de cours 5

V' Pour calculer I'image d’un nombre a a 'aide d’une formule, on rmgplace x par a dans la formule et on
calcule f(a)

V' Pour calculer les antécédents d’un nombre b a l'aide d’une formule, on résout l’équation f(x) =b.

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 3z% + 2z + 1.
1. Calculer I'image de 0, de 1 et de -2 par la fonction f.

2. Déterminer les antécédents éventuels de 1 par la fonction f.

4 Reésolution graphique d’inéquations

v Dans un repére, les solutions de l'inéquation f(x) < k sont les abscisses des points de la courbe Cy d’ordonnée
strictement inférieure a k.

V' Dans un repére, les solutions de Uinéquation f(x) < g(x) sont les abscisses des points de la courbe Cy situés
en-dessous de la courbe Cy.

N .
-@'Exercwe de cours 6

1. On considére la fonction f définie sur [-2,5;7] dont la courbe est donnée ci-dessous.

O -

X\

a. Reésoudre graphiquement l'inéquation f(x) > 4. Donner I’ensemble des solutions sous la forme d’un intervalle.

b. Résoudre graphiquement I'inéquation f(z) < 0. Peut-on donner I’ensemble des solutions sous la forme d’un
intervalle 7

2. On considére les deux fonctions g et h représentées ci-dessous.
Ay Cg

Ch

I

¥y

Résoudre graphiquement I’équation g(z) > h(z).
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5 La fonction carré

‘ 3 3
Déﬁnltlon 5 Fonction carré

§ On appelle fonction carré la fonction f, définie sur R par f(z) = 2°.

La calculatrice permet d’obtenir rapidement une allure de la représentation graphique de la fonction carré.
La courbe de la fonction carré est une parabole.

Axes Zoom Initialisatdion

rPropriété 2

La courbe de la fonction carré est symétrique par rapport a ’axe des ordonnées.

On dl‘ que la fOnCtiOn carré est paire.
\ A /

Démonstration. Preuve faite en classe. O

N .
'@'Exercwe de cours 7

1. Comparer les nombres (-2)? et 1.5%, en utilisant la courbe de la fonction carré.
2. Vérifier le résultat par un calcul.
3. Résoudre I’équation 2% = 3 graphiquement, puis algébriquement.

4. Résoudre I'inéquation 22 < 2 graphiquement, puis algébriquement.
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6 La fonction cube

‘ . .
Déﬁnltlon 6 Fonction cube
§ On appelle fonction cube la fonction f, définie sur R par f(z) = z°.

La calculatrice permet d’obtenir rapidement une allure de la représentation graphique de la fonction cube.

Fonctions Graph-igue Tableau

Axes Zoom Initialisation

loee+

(x)=0
‘ L »
Proprlete 3
La courbe de la fonction cube est symétrique par rapport & 'origine du repére.
On dit que la fonction cube est impaire.
f(@)
-
T
Hf(—z)
Démonstration. Preuve faite en classe. O
I ..
Proprlete 4
w Pour tout z € [0;1], on a z° < 2% < .
1 Pour tout x > 1, on ax<a?<a®
A
y=a’
3
y=a’
2 A
1 4
-1 1 2
71 g
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Démonstration. Preuve faite en classe.

i ‘ * . ra
PI‘OpI‘lete 5 Racine cubique (admis)

de k et on le note Vk.
Autrmgent dit, pour tout réel k, I'équation x* = k admet

Tout nombre réel k& admet un unique antécédent par la fonction cube. Cet antécédent est nommeé racine cubique

. . 4 3
une unique solution, notée V.

2=k z=Vk

N .
-@'Exercwe de cours 8
1

2. Vérifier le résultat par un calcul.
3
4. Résoudre l'inéquation z® < 2 graphiquement, puis

7 La fonction inverse.

. Comparer les nombres (-2)? et 1.5%, en utilisant la courbe de la fonction cube.

. Résoudre ’équation z° = 3 graphiquement, puis algébriquement.

algébriquement.

Déﬁnition 7

La fonction inverse est la fonction définie sur R* qui & tout nombre réel non nul x associe son inverse —.

X

Tableau de valeurs et représentation graphique

En utilisant la calculatrice, compléter le tableau de valeurs de la fonction inverse :

-4|1-3|-2|-1

—0,5] 0,5] 1] 2

f(x)

La fonction inverse n’est pas définie en 0. La courbe représentative est donc formée de deux parties séparées : 'une

correspondant aux valeurs négatives de x, ’autre correspondant aux valeurs positives de x.

Construire le courbe représentative de la fonction inverse :

La courbe est une hyperbole.
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&Remarque

La courbe représentative de la fonction inverse est symétrique par rapport a l’origine du repére car pour tout z € R* :
1 1

f(-2)=—=-==-f(2)
x x

On dit alors que la fonction f est impaire.

N .
'@'Exermce de cours 9

1 1
1. Comparer les nombres 3 et = en utilisant la courbe de la fonction inverse.

2. Vérifier le résultat par un calcul.

25

1
. Résoudre ’équation — = 3 pour z €]0; +oo[ graphiquement, puis algébriquement.
T

1
4. Résoudre 'inéquation — > 2 pour x €]0;+oo[ graphiquement, puis algébriquement.
x

8 La fonction racine carrée

Deﬁnltlon 8 Fonction racine carrée

i On appelle fonction racine carrée la fonction f, définie sur [0;+oo[ par f(x) = /7.

La calculatrice permet d’obtenir rapidement une allure de la représentation graphique de la fonction racine carrée.

Fonctions Graphigue Tableau

Axes Zoom Initialisation

2 4 3 8 1
®=5 f(x)=2.2361

N .
-@'Exercwe de cours 10

1. Comparer les nombres v/2 et 1/1,5, en utilisant la courbe de la fonction racine carrée.
2. Vérifier le résultat par un calcul.

3. Résoudre ’équation v/ = 3 graphiquement, puis algébriquement.

4

. Résoudre l'inéquation v/ > 2 graphiquement, puis algébriquement.
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9 Fonctions affines

Déﬁnition 9 Fonction affine

On dit qu’une fonction f, définie sur R est affine lorsqu’elle peut étre définie par une expression de la forme
f(x) =axz+b, ou a et b sont des réels donnés.

&Remarque

= Lorsque a =0, on a f(x) =b pour tout réel = et la fonction f est constante.

ww Lorsque b =0, on a f(x) = ax pour tout réel x et la fonction f est linéaire.

f ‘ * . ra
PI‘OpI‘lete 6 Courbe représentative
La courbe représentative d’une fonction affine f : x — az + b est une droite.

b
Si a # 0, cette droite coupe 'axe des abscisses au point d’abscisse ——.
a

Sia>0 Sia<0
/ \E
L \/ | | L | \‘7 & |
| 1 \Oz\ 1 | 1 \O:Lv 1

\ J

Propriété 7 Signe de ax +b

Si a # 0, le signe de la fonction f:x ~ ax + b est donné par les tableaux suivants :

Sia>0 Sia<0
T —00 - +00 T —00 - +00
a a
Signe Signe
de - 0 + de + 0 -
f(z) f(z)

Si a =0, alors f est une fonction constante égale a b : elle est toujours du signe de b.

Démonstration. Preuve faite en classe.

&Remarque
D’une maniére générale, le signe de f(xz) est donné par le tableau suivant :
T —0o0 —— +00
a
Signe Signe Signe
de contraire 0 de
f(x) de a a

N .
'@'Exercwe de cours 11

On consideére les fonctions f et g définies sur R par f(z) =

1. La fonction g est-elle une fonction affine ?

2z +1et g(x) = (2z+1)% - (22 +3)%

2. Pour chacune des fonctions f et g, construire son tableau de signes et sa courbe représentative.
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10 Signe d’un produit, signe d’un quotient

On connait la régle des signes :
= Le produit de deux nombres positifs est positif.
= Le produit de deux nombres négatifs est positif.

= Le produit de deux nombres de signes contraires est négatif.

L’utilisation de cette régle permet de déterminer, & ’aide d’un tableau de signes, le signe d’un produit de plusieurs facteurs.

'@"Exercice de cours 12
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = -3z + 11z + 4.
1. Démontrer que, pour tout réel z, f(x) = (3z+ 1)(4 - x) (forme factorisée).

2. f(z) est donc le produit de deux facteurs dont on connait le signe (fonctions affines).
Compléter le tableau ci-dessous :

1
T —00 —— 4 +00
3
3z+1 0
4—-x 0
f(z)

3. Quelles sont les solutions de I’inéquation f(z)>07?

Pour rechercher le signe d’un quotient de fonctions affines, on procéde de la méme facon, en faisant attention aux valeurs
interdites (valeurs de x pour lesquelles le dénominateur s’annule). Le signe de I’expression considérée est obtenu dans la
derniére ligne du tableau en utilisant la « régle des signes ».

N .
'@'Exermce de cours 13

Soit A(z) = @

Valeur interdite (la ou le dénominateur s’annule) & signaler par une double barre : ...
Nombres a faire apparaitre dans la prmgiére ligne du tableau :

(3x + 1) change de signe pour z = ...

(2 - ) change de signe pour = =...

Ces valeurs doivent étre rangées dans l'ordre croissant.

Compléter le tableau :

T —00 = +00

Signe de 3z + 1

Signe de 2 -z

Signe de A(x)

Pour résoudre I'inéquation A(x) > 0, on recherche déja le signe de A(x) a ’aide d’un tableau, puis on conclut en lisant
les solutions dans le tableau.
D’apreés le tableau précédent, on aici: S=...
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